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1. EINFUHRUNG

Erstmals beschaftigten sich Birkhoff und Garabedian [1] mit der Kon
struktion von glatten Interpolationsfunktionen tiber einem nichtrechteckigem
Gitter. Das Problem der Berechnung von Splinefunktionen tiber einem Polar
gitter behandeIte Chi [2]. Er versuchte tiber dem Polargitter.

o = rpl < rp2 < ... < rpn = 27T,

mit dem Ansatz

3

v( rp, r) = L GijkZ(rpr - rpirj)k(r - rj)Z
k~O

Z~O

flir rpi ~ rp ~ rpi+l, rj ~ , ~ 'HI (I)

eine glatte Funktion zu konstruieren. 1m 2. Abschnitt wird gezeigt, daB
dieser Versuch nicht zum Ziel flihrt, da aus dem Ansatz (I) die Unstetigkeit
von v fUr rp = rpi und rj < , < 'HI folgt. 1m 3. Abschnitt wird bewiesen,
daB man mit dem Ansatz

3

u(x, y) = L Gijkz(f(X) - f(Xi))k(g(y) - g(Yj))Z
k~O

I~O

(2)

eine interpolierende Flache mit u E C2([XI ,xn ] X [YI' YmD tiber einem
Rechtec1<:gitter Xl < X2 < ... < Xn ,YI < Y2 < ... < Ym konstruieren kann,
in dem aIle NuIlsteIlen von (dfldx)(x) in [Xl' Xn ] bzw. aIle NuIlsteIlen von
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(dgjdy)( y) in [h, YnJ vorkommen mussen. [m 4. Abschnitt wird eine
Verbesserung des Ansatzes (1) tiber einem Polargitter untersucht. Es ist der
Ansatz (2) mit x = f{!, y.c~ 1', f(f{!) = cos f{!, g(r) = 1', d.h.

3

u(q:. 1') = I aiikl(COS f{! -- cos f{!,Y'(r -- rJ'
bll
(·ll

wobei u(x, y) = U( f{!(X, y), rex, y)) tiber dem gesamten Kreisgebiet zweimal
und nur im Nullpunkt einmal stetig differenzierbar ist. Ein Nachteil dieses
Ansatzes ist, bei dem durch die EinfUhrung des cos eine einmal stetige
Differenzierbarkeit im Nullpunkt erreicht wird, daB fUr diese interpolierende
FHiche immer (cuj8y)(x, 0) = °ist.

Ais Ergibnis der Suche nach einer glatten, allgemein konstruierbaren
Interpolationsfunktion uber einem Polargitter wird im 5. Abschnitt der
folgende modifizierte Splinefunktionenansatz dargelegt.

3

H{<p.r) = (I - h(r))(wll + rU(f{!)) + her) I aijk!(f{! - f{!;)k(r - rj)l, (3)
k~O

'~O

wobei hE C2([r1 , I'm]) mit

(a) her) = \0,
11,

(b)

und U(f{!) = ccos f{! + dsin f{!.

2. SPLINES VON C. CHI tiBER EINEM POLARGITTER

Sei Gnm das folgende Polargitter

Gnm = {( f{!i , rj) I 1 ~ i ~ n A 1 ~ j ~ mAO = f{!1 < f{!2 < ... < f{!n

= 27T A 0 = 1'1 < 1'2 < ... < I'm}.

Ferner sei

Chi [2] fUhrte tiber Gnm die Funktion (1) fUr (f{!, r) E ri/ ein und behauptete,
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daB sie glatt sei. Aus diesem Ansatz folgt aber, daB entlang der Grenzlinie,
zwischen Ft::li und F:t{ , d.h. fUr cp = CPi, r i < r < ri+l , immer

(4)

gelten muB, da das Koordinatensystem so gedreht werden sollte, daB in
Fi~r CPi = 0 ist. Die Gleichung (4) fUhrt bei ErfUlIung zur Forderung

I = 0(1) 3, ri < r < rHI

und hieraus wurde eine Dberbestimmung der Splinekoeffizienten aiJ!cl folgen.
Bei Nichterfiillung von (4) fiihrt dieses zu einer Unstetigkeit von v entlang
cP = f{-'i' rj < r < ri+l . Diese Unstetigkeit resultiert aus der Verkniipfung
der Argumente cpr im Ansatz (I).

3. VERALLGEMEINERTE SPLINES UBER EINEM RECHTECKGITTER

Fur fE C 2([X1 ,xnD sei N/ die Menge aller Nullstellen von (df/dx)(x)

in [Xl" X n]:

mit c(f) = card(N,x).

Die Elemente von Ntx seien streng monoton steigend angeordnet:

Sei G~x = {Xl' X 2 , ... , X n} eine Unterteilung von [Xl' x2] in 11 - 1 Teil
intervalle mit Xl < X 2 < ... < X n derart, daB mindestens die Nullstellen
von (df/dx)(x) (x E [Xl' xnD in G~x vorkommen:

Durch G~~ wird das folgende Rechteckgitter definiert:

Ferner gelte fUr k = 0(1) c(f), I = 0(1) c( g):

R~~ = {(x, y) I X ik ~ X ~ Xik+l " Y;, ~ Y ~ Y;'+l}

mit i o = 1, ic(f)+l = 11, jo = 1, jC(Y)-Tl = nJ.
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THEOREM 1. Gegeben sei ein Rechteckgitter G~~II mit fE C2([Xt , x n ]),

c(f) < 00,

und cl g) <: :0,

u(x, y) durch (2) in Ft7 fur i c= 1(1) n - 1,} = 1(1) m - 1,

f1IJ1 Werte Uij in den Gitterpunkten von G~,~" ,

2m Werte Pij = (ou/8X)(Xi ,y,)fur i = 1, n, ) = 1(1) m

mit Pi' = 0, falls i = it = 1 oder i = ic<t) = n,

2n Werte q'j = (8u/8y)(x" Yj)fur i = 1(1) n,} = 1,111

mit qi' =c= 0, falls} =}t = I oder} = }c(g) = m,

4 Werte r" = (8 2u/ox 8Y)(Xi ,y;) fur i = 1, n,} = 1,111

mit rij = O,falls i = i1 = 1, i =~ ic<t) == n,} =}t = 1,} = }c(g) = 111.

Dann existiert ein u(x, y) mit

(a) u E C2([X1 ,xn] x [Yt, Ym]),

(b) U(Xi' y,) == u,Jur i = 1(1) n,} = 1(1) 111,

(c) (OU/OX)(Xi' y,) = pijfur i = 1, n,} = 1(1) m,

(d) (OU/Oy)(X" y,) = qiJur i = 1(1) n,} = J, m,

(e) (82u/ox 8y)(Xi' y,) = r,Jur i = 1, n,} = 1,111.

Beweis. In R%i mit °~ k.( c(f) und °~ I ,,:::; c( g) werden fo1gende
Substitutionen eingefiihrt:

x(X) = stf(x) .l(x)j, y( y)= Sg g( y) = I g(y)1

mit Sf·~ sign(f(Xik+1) -- l(x'k» und Sg = sign(g( Yj,+1) - g(y,,».

Da lex) in [Xi, X, ] und g(y) in [y, ,y, ] streng monoton wachsen oder
kk+l l l+l

fallen, sind sie dort auch umkehrbar.

Fur u(x, y) folgt

u(x, y) = U(f-1(SfX), g-l(SgY»

a
= I aiJkl(Sf(X - Xi»k(Sg{y - .Vj»l

Ie~O

I~O

3

I b'/lel(X - x;)k(y - Yi)l = z(x, y)
k~O

I~O
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mit Xi = X(Xi), Yi = Y(Yi)' biikl = aiiklS/ S/, Xi. < Xik+! < ... < Xik+l

und Yi l < Yil+1 < ... < Yil+l .

In R~r konnte u(x, y) also auf eine bikubische Splinefunktion z(x, y) zurtick
gefiihrt werden. In [3] wurde gezeigt, daB z E C2([Xi ,Xi ] X [Yi ,Yi ])

k k+l 1 1+1

mit

Z(Xi ,Yi) = Uij

Die vorzugebenden partiellen Ableitungen am Rand von R~f zur Konstruk
tion von Z werden wie foIgt gewahlt:

(Sa)

(Sb)

sonst;

sonst;

falls Xi E N/'

(dxjdx)(Xi) ,

. .. OZ (- - ) 0 ~ 11 NJ = h ,il+1 : oj' Xi, Yi =, la s Yi E l

. . (1) . OZ (- - ) 0
J = h Jl+l: -;;::: Xi, Yi = ,

OX

(dyjdY)(Yi) ,

. .. 02Z (- - ) 0 f 11 N'" d N 11
J = h ,Jl+! : oxoY Xi, Yi =, a S Xi E f 0 er Yi E 9

(Sc)
sonst.

(dxjdx)(x;)(dyjdY)(Yi) ,

Da j' E C2([Xi ,Xi ]) und Y E C2([Yi ,Yi ]) gilt, ist u(x, y) = z(x, y)
k k+l I l+l

ebenfalls ein Element aus C2(Rm mit den Eigenschaften (b), (c), (d) und (e).
Um (a) tiber dem gesamten Definitionsbereich zu beweisen, muB u entlang
der Grenzlinie zwischen den einzelnen Rr{ betrachtet werden.
Aus Symmetriegrtinden wird u nur zwischen R~~ll und R~r untersucht. Sei
i = i j ; und jl ::;:; j ~ jl+1 . Dann gilt

(wobei Uij(x, y) die Einschrankung von u(x, y) in Fi~1I ist) denn die vorzu
gebenden Werte Uii (j = HI)jl+1) mit den Ableitungen (oz;oy)(xi , Yi)
(j = Jl ,jl+1) fiir die eindimensionalen Splinefunktionen Zi-li(Xi, y) und
Zij(Xi ,Y) sind identisch.

Ferner gilt

OU OZ dx
ox ox dx '

02U 02Z dx dy
aX oY = ox oY dx dy ,



194

und hieraus [olgt

J. GRZANNA

OUi-I; (. ) 0 ... aUi; ( . )ax Xi, Y = =~ (;x "i, Y ,

a2U' l' 82u· .
a

'a- J (Xi' y) = 0 = ~ (Xi, y),
x Y ox uy

dx
wegen dx (Xi) = 0 und

aZi _ V _ _ azi; _ -

~(Xi'Y) = 0 = ~-=-(Xi'Y)'
uX ox

wobei die letzte G1eichung eine Folgerung aus (5a) und (5c) ist. Damit ist
(a) und das Theorem 1 bewiesen.

4. COSINUSSPLINES UBER EINEM POLARGITTER

Es sei Kc(a) = {(x, y) I x 2 + y 2 ~ a2
} ein Kreisgebiet mit dem Radius

a und KcCa) = {(x, y) I 0 < x2+ y2 ~ a} ein Kreisgebiet ohne Nullpunkt.

THEOREM 2. Gegeben sei ein Polargitter G~~ mit f (cp) = cos cp, g(r) = r,

CPI = r l = 0 und flJn = 27T

U(cp, r) durch (2) in Ft/ flir i = 1(1) n - 1, j = 1(1) m - 1, nm Werte Ui;
in den Gitterpunkten von G~~ mit

Uil = Un flir i = 2(1) n

au
2m Werte Pij = ai (fIJi, r;) ~, 0

AU
11 Werte qim = or (fIJi' rm)

und Uv = Un; flir j = 2(1) m,

flir i = I, 11, j = 1(1) m,

fUr i = 1(1) n mit qlm == qnm,

au
11 Werte qil = BY (fIJi, 0) = Ccos fIJi

wobei c eine beliebige reelle Zahl ist,

a2u
4 Werte rij = ~a (fIJi' r;) = 0

GfIJ r

fUr i = 1(1) 11,

fUr i=l,l1,j=1,m.
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Dann existiert ein u(gJ, r) mit

(a) u(x, y) = U(gJ(x, y), rex, y)) E Cl(Kc(rm)) n C2(Kirm)),

(b) (ou/ox)(O,O) = c, (ou/oy)(O, 0) = 0,

(c) U(gJi, rj) = Uij fUr i = 1(1) n,} = 1(1) m,

(d) (ou/or)(gJi' rm) = qim fUr i = 1(1) n,

(e) (ou/or)(gJ, O) = C cos gJ.

195

Beweis. Da aIle Bedingungen des Theorem 1 erfUIlt sind, folgt sofort
(c) und (d) mit UE C2([0, bT] X [0, rmD. Weil auch gJ E C2(Kirm)) und
r E C2(Kc(rm)) ist, gilt UE C2(Kirm)), denn fUr die Grenzlinie {(x,O) I
o < x <; rm } kann Folgendes gezeigt werden:

Uv(x,O) = uv(O, x) = Un_U(27T, x) = un-u(x, 0), wegen

Uv = Un; fUr} = 1(1) m mit qn = qnl und qlm = qnm,

OUv ) OUI; ogJ OUlj or
- oy (x, 0 = a;p (0, x) oy (x, 0) + ----ar (0, x) oy (x, 0) = 0,

or OU .
wegen oy (x, 0) = 0 und o~J (0, x) = 0, wobei die letzte

Gleichung eine Foigerung aus Pv = 0 fUr} = 1(1) m mit

rn = rIm = 0 ist,

analog beweist man (oun_v/oy)(x, 0) = 0,

02U!L (x 0) = 02Un_lj (x 0)
ox ay' ox 8y , und 02Ulj ( 0) = 8

2
un_lj ( 0)8y 2 x, 8y 2 x, .

Bleibt noch, urn (a) zu beweisen, ii im Nullpunkt zu betrachten. Aus den
gegebenen Werten Uil = Un fUr i = 2(1) n mit Pn = Pnl = 0 zur Berechnung
von u(ep, 0) = L:~~o a ilkO( cos gJ - cos gJi)k folgt, daB u(gJ, 0) = Un gilt mit

ailOO = Un, aino = ai120 = a i130 = O.

Ebenfalls folgt aus den Werten q i1 = C cos gJi fUr i = 1(1) n mit rn = r nl = 0
fUr (8u/8r)(gJ, 0):

8u 3
8r (gJ, 0) = L ai1kl(cos gJ - cos gJi)k = C cos gJ

k~O

mit ailOl = C cos gJi, ainl = c, ai12l = ai13l = O.
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(Damit ist gleichzeitig (e) bewiesen.) Mit diesen in Fir bestimmten Koeffi
zienten erhalt man fUr

u(X, y) = I ailkl ( ~- cos 9)) 1'1
k~O

I~O

die folgende Darstellung

u(x, y) = Un +- ex + b1x 2 + b2x3 + b3y 2 + b4Xy 2 + b5xr

+ b6x 2r + b7y 2r +- bg(x3jr).

Man erhalt hieraus sofort

lim u(x, y) = Un,
r'--)O

lim (oujox)(x, y) = e,
r~O

lim (oujoy)(x, y) = O.
r~O

Damit sind (a), (b) und das Theorem bewiesen.

Bemerkung 1. Durch die Wahl von f (rp) = cos rp konnte erreicht werden,
daB u(x,y) = u(rp(x,y),r(x,y» im Nullpunkt einmal stetig differenzierbar
wird. Der Nachteil dieses Ansatzes ist, daB

au
oy (x, 0) ~~ 0 fUr -I'm <; X < I'm gilt, denn es ist

ou ou - orp au- - or
<1 (x, 0) =~ (rpi, ,x)" (x, 0) + ~'kJ (rpi

k
, x) <1 (x, 0) = 0,

uy orp' UY t-r uy

(mit k = 1 fUr 0 <; x < I'm und k = 2 fiir -I'm <; X <; 0) wegen
(orjoy)(x,O) = 0 und

fUr k = 1, 2 nach Theorem 1.

5. MODIFIZIERTE SPLINES UBER EINEM POLARGITTER

Sei durch Kia) die folgende Menge definiert

K I,(a) = {(rp, 1') 10 <; rp <; 27T A 0 <; I' <; a}.
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Ferner sei durch s(rp, r) eine bikubische Splinefunktion libel' Kp(rm ) bezeichnet
mit

3

s(rp, r) = su(rp, r) = L aUk1(rp - rp;)k(r - rj)1
k~O

I~O

fUr (rp, r) EF~r.

THEOREM 3. Gegeben sei ein Polargitter Gmn , w(rp, r) durch (3) in Fi/
fiir i == 1(1) n - 1, j = 1(1) m - 1,

nm Werte wij in den Gitterpunkten von Gnm , wobei

Wi! = wllfiir i = 2(1) n und Wnj = wldiir j = 2(1) m,

11 WertI' qim = ~W(rpi' rm)fur i = 1(1) n mit qlm = qnm,
or

zwei reelle Zahlen c und d,

= 1, falls r :;, r2 .

Dann existiert ein w(rp, r) mit

(a) WE C2(KvCrm )),

(b) W(rpi' rj) = widiir i = 1(1) n,j = 1(1) m,

(c) (owfor)(rpi' rm) = qimfiir i = 1(1) n,

(d) w(x, y) = w(ep(x, y), rex, y)) ist aus C2(KcCrm)) mit

owax (0, 0) = c,
owBY (0, 0) = d,

02W o2iV 02W
-82 (0, 0) = -82 (0, 0) = ,,~ (0, 0) = 0.x y uX uy

Beweis. In [3] wurde gezeigt, daB s EO C2(Kp (rm)) ist. Da h(r) = 1 fUr
r :;, r2 und weep, 0) = Wll folgt aus [3] sofort (b) und (c). Urn (a) zu beweisen,
ist noch die Stetigkeit von w entlang

bzw.
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zu prlifen. Flir den letzten Fall sind die Stetigkeiten von

gesichert, da

(1 - h(r))(wll + rV(ep))

intervallunabhangig ist. Flir den ersten Fall gilt:

lim weep, r) = lim «(1 - h(r))(li'u + rV(ep)) + h(r)Sil(ep, r))
r->r2(-) r--'r2(~)
cp---7(p ({"tiP

=Sil(fji,r2)= lim w(ep,r),
r->r2(+ )

qJ->(p

lim aa
w

(ep, r) = lim (- dd
h

(r) (11'11 + rV(ep)) + (1 - her)) V(ep)
r->r2(-) r r-'r2(-) r

qJ~iP qJ~ip

I dh ) ( (as il )
T dr (r Sil ep, r) + h r) ar (ep, r)

aSil (_) I" ew( )= -n,- ep, r2 = 1m ~ ep, r ,
Gr r->r2(+) ur

tp-+ij;

wobei epi ~ fji ~ epi+1 ist. Analog beweist man die Stetigkeiten von

Damit ist auch (a) bewiesen. Urn nun noch (d) zu zeigen, muS w(x, y) ~=

w(ep(x, y), rex, y)) entlang der Geraden

{(x, 0) I 0 < x ~ rm }

und insbesondere im Nullpunkt betrachtet werden. Durch die Verwendung
der eindimensionalen 27T-periodischen Splineinterpolation in ep-Richtung
zur Gewinnung der partiellen Ableitungen

OW
Pi; = a;p (epi , rj) bzw.
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durch die jeweiligen n Punkte «({!i' rj) (i = 1(1) n, Wnj = WIi), d.h. durch
L6sung der Gleichungssysteme

LlWii = Wi+1j - Wii ,Pni = PIi ,POi = Pn-!i ,

bzw.

mit

rnj = r1i' rOi = rn-Ii'

fUr j == 1(1) mist gewahrleistet, daB

Ok+1 Ok+I.,
lim <1 k :I«({!,r) = lim <1 k ~vl«({!,r),

'I'->21T~--) U({! ur 'I'->o<-.+-) U({! ur
r~r r~r

gilt. Hieraus folgt aber sofort die Stetigkeit von

Ok+IW
oxk oyl (x, y) entlang {(x, 0) 1 0 < x :(; rm } fUr k + I :(; 2.

Bleibt noch die Stetigkeit von w(x, y) im Nullpunkt zu zeigen. Es gilt

w(x, y) = w«({!(x, y), rex, y)) = (1 - h(r))(wll + ex + dy) + h(r)sij«({!, r)

und hieraus folgt

lim w(x, y) = Wll .
r->O

Ferner ist

~ ~~ ~~ax (x, y) = - dr ax (wll + ex + dy) + (1 - her)) c + dr ax Sij«({!, r)

+ her) (OSij~ + OSij ~).
O({! ox or ox
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" ,dh iT"
IJlTI ,- - --c--)
rO \ dr ex

60 ..... r"'
/ "" J"

. C'rp' .. 6
lim Ih .;~-) == lim" ~c r-'
r >0 \ uX r -)0 \ \ r /J

lim (h ~r'j = °gilt, ist
r"'O ox

. ow
11m c;- (x, y) = e.
r"'O uX

10 .1)"( . ") )" ))--- r· .- slgn( x -'-:,-
1'2,3 . ro-!

Analog beweist man (ow/oy)(O, 0) = d bzw.

82w 82w 02W
-82 (0,0) = -;C--."".2 (0,0) = -8;; (0,0) = O.

X o}' x oy

Damit ist (d) und das Theorem 3 bewiesen.

Bemerkung 2. Das oben eingefiihrte her) hat die Aufgabe, die Ebene
(wll + ex + dy) im Nullpunkt einzublenden, urn die zweimalige stetige
Differenzierbarkeit von w(x, y) = w(!p(x, y), rex, y)) im Nullpunkt zu
erreichen. Das her) mit den in (3) gestellten Forderungen ist nicht eindeutig
bestimmt. Urn keine unerwiinschten Schwingungen zwischen 1'1 und r2 flir
w(!p, 1') zu erhalten, ist es ratsam her) als eine in [r1 , 1'2) streng monoton
steigende Funktion, wie etwa im Theorem 3, zu wahlen.

Bemerkung 3. 1m Beweis des Theorem 3 wurde die Wahl der vorzu
gebenden Ableitungen (8s,1/or)(!pi' 0) offengelassen, da sie keinen
Bedingungen in Bezug auf die Behauptung unterliegen. Urn eine maglichst
gutte Interpolation in der Nahe des Nullpunktes zu erhalten, wird empfohlen

qi1 = e cos !Pi + d sin !Pi zu setzen.

Bemerkung 4. Eine Maglichkeit zur Bestimmung der vorzugebenden
Anstiege

ow
e = c;-(O,O)

uX
und d = ~w (0,0)

c)'

ware die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate zur Lasung von

n-l

I: (Wi2 - rle cos !Pi + d sin !Pi) - e)2 --+ min.
i=1

Die AIgorithmen zur Berechnung von u(!p, r) und w(!p, r) wurden mit Hilfe
eines AIgolprogramms erfolgreich auf ihre Funktionalitat getestet.
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