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1. EINFUHRUNG

Erstmals beschiftigten sich Birkhoff und Garabedian [I1] mit der Kon-
struktion von glatten Interpolationsfunktionen iiber einem nichtrechteckigem
Gitter. Das Problem der Berechnung von Splinefunktionen iiber einem Polar-
gitter behandelte Chi [2]. Er versuchte iiber dem Polargitter.

0=¢ <@ < <o, =2, 0=r <r, < <ry

mit dem Ansatz

3
(g, r) = Z Agalpr — @it )i (r — r)t

k=0
1=0
fir ¢ <o <@, 1 <r<ry (D

eine glatte Funktion zu konstruieren. Im 2. Abschnitt wird gezeigt, daB
dieser Versuch nicht zum Ziel fiihrt, da aus dem Ansatz (1) die Unstetigkeit
von v fiir ¢ = @, und r; <r << r;,, folgt. Im 3. Abschnitt wird bewiesen,
daBl man mit dem Ansatz

(5, 7) = X, 109 — FO)(8(2) — 82

fir v, <X <X, <Y < Yins f€ C(Ixg, x0))
und ge CQ([yl s ym]) (2)

eine interpolierende Flidche mit u e C¥[x,, x,] X [y, Vm]) iiber einem

Rechteckgitter x; << xy < -+ < X, ,y; <y, < -+ < y,, konstruieren kann,

in dem alle Nullstellen von (df/dx)(x) in [x;, x,] bzw. alle Nullstellen von
189
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(dg/dy)(y) in [y, y,.] vorkommen miissen. Im 4. Abschnitt wird eine
Verbesserung des Ansatzes (1) iiber einem Polargitter untersucht. Es ist der
Ansatz (2) mit x = @, ¥ == r, f(p) = cos ¢, g(r) = r, d.h.

3
u(g, r) = Z a;i1(CO8 @ — cos @) (r — r,)

i
wobei #(x, y) = u(p(x, ¥), r(x, y)) iiber dem gesamten Kreisgebiet zweimal
und nur im Nullpunkt einmal stetig differenzierbar ist. Ein Nachteil dieses
Ansatzes ist, bei dem durch die Einfithrung des cos eine einmal stetige
Differenzierbarkeit im Nullpunkt erreicht wird, daB fiir diese interpolierende
Fliache immer (¢u/dy)(x, 0) = 0 ist.

Als Ergibnis der Suche nach einer glatten, allgemein konstruierbaren

Interpolationsfunktion iiber einem Polargitter wird im 5. Abschnitt der
folgende modifizierte Splinefunktionenansatz dargelegt.

w(e, r) = (I = h(r)Ov1 + rU(e) + h(r) Z ailp — @) r — ), (3

wobei /1 € C¥([ry , r,,]) mit

0, ro=ry,
1 r>=r,,

@ Aoy~ |

]

dh dh dzh d?h
®) ) =) = g () = 5 () =0

und U(gp) = ¢ cos ¢ + dsin ¢.

2. SPLINES VON C. CHI UBER EINEM POLARGITTER

Sei G,,, das folgende Polargitter

Gnm:{(%ara‘)H<i<’7/\1<f<mA0=<P1<(Pz<"'<<Pn
=2mA0=r <ry, < - <rph

Ferner sei
Fi ={(g,n e <o <o Ar; <1 <)

Chi [2] fiihrte {iber G, die Funktion (1) fiir (¢, r) € F;" ein und behauptete,
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daB sie glatt sei. Aus diesem Ansatz folgt aber, daB entlang der Grenzlinie,
zwischen F'y; und Fj;", d.h. fiir ¢ = @;, r; <r <r,,, immer

> (z as el s — pe )" rk) (- = Y awC )@

gelten muBl, da das Koordinatensystem so gedreht werden sollte, dafl in
F" ¢; = 0ist. Die Gleichung (4) fiihrt bei Erfiillung zur Forderung

3
Z i @: — @) r¥ = ago0, [=00)3, r,<r<ry,
k=0

und hieraus wiirde eine Uberbestimmung der Splinekoeffizienten a,;,, folgen.
Bei Nichterfiillung von (4) fiihrt dieses zu einer Unstetigkeit von v entlang
@ = @i, r; << r <r, . Diese Unstetigkeit resultiert aus der Verkniipfung
der Argumente ¢r im Ansatz (1).

3. VERALLGEMEINERTE SPLINES UBER EINEM RECHTECKGITTER

Fiir fe C¥[x,, x,]) sei N/ die Menge aller Nullstellen von (df/dx)(x)
in [xl “ Xn]:

df
dx

N = ix|x; <x < x, A

=00 mit e(f)= card¥.

Die Elemente von N/ seien streng monoton steigend angeordnet:
N = {x5, Xy eens Xigpt mit x; < x;, < <Xy

und iy <y < v <dggy)

Sei GIf = {x,, X5 ,..., x,,} eine Unterteilung von [x,,x,] in n — 1 Teil-
intervalle mit x;, < x, < -~ << x,, derart, daB} mindestens die Nullstellen
von (dffdx)(x) (x € [x, , x,]) in GI* vorkommen:

N7 C G
Durch G5, wird das folgende Rechteckgitter definiert:
Gl = G < G
Ferner gelte fiir k = 0(1) ¢(f), I = 0(1) ¢( g):

I»l - {(X, ,}) ‘ sz X € X 1k+1 .}jl < yjH,l}

mit iy = 1, i = 1, o = 1, jetg)n = M.
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THEOREM 1. Gegeben sei ein Rechteckgitter G.°, mit fc CA[x,, x,]),

o(f) < oo,
geC [y, yn)) und (g <7 =,
u(x, y)durch Q) in Fj} fir i == 1(1) n — 1,j = 1(1) m — 1,

nm Werte u,; in den Gitterpunkten von G729, .

2m Werte p;; = (oujex)(x;, y;) fiiri = 1,n, j= 1(1)m
mit ps; = 0, falls i = i, = 1 oder i == i ;) = n,

2n Werte q;; = (oufey)(x,, v;) firi = 1(1)n, j = 1, m
mit q; == 0, falls j = j, = | oder j = jy5) = m,

4 Werte ry; = (CPufox y)(x;, y;) fiiri = 1,n, j =1, m

Dann existiert ein u(x, y) mit
(a) ue Cz([xl ’ xn] X [)l s ym])s
) ulx, y,) == uy fiiri = 1) n, j = 1(1) m,
(C) (au//ax)(xf syj) - pijfiir i = 1$ n’j == 1(1) m,
(d) (Gu/ey)(x;,y;) = qu fiiri = (D n, j=1,m,
() (*wfox cv)(x;,y;) =ryfiri=1,nj=1,m.
Beweis. In R} mit 0 < k <X ¢(f) und 0 << 1 << ¢( g) werden folgende
Substitutionen eingefiihrt:
X(x) = s, f(x) = [, () =s,8(y) = [g( 1)
mit s, = sign(f(x;,,,) — f(x,) und s, = sign(g(y;,,) — g(¥:))-
Da f(x) in [x; , x; ]und g(y)in [y; ,y;, I streng monoton wachsen oder
fallen, sind sie dort auch umkehrbar.
X =fUsX), y=gUs,P)
Fiir u(x, y) folgt
u(x, y) = u(f(s;X), g7(s, 7))

3
= Aia(SAX — X5 (§ — V)
0

o~y

—0

b ® — XY — §)' = (X, 7)

I
[

.
[N
=X
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mit X; = X(x5), V5 = ¥ i = umsst Xop <X <0 <Xy,
und ﬁjl < J—)jl.H_ < << )—)jH-l .
In R;! konnte u(x, y) also auf eine bikubische Splinefunktion z(%, y) zuriick-
gefiihrt werden. In [3] wurde gezeigt, daB z e C¥([%,, I G 7 )7,-m])
mit
2%, ) = uy fur i = i) g s J = (1) Jug gilt

Die vorzugebenden partiellen Ableitungen am Rand von RjJ zur Konstruk-

tion von z werden wie folgt gewihit:

, .. . . . oz ,_ _
=iy, igas J=JDjia: a-x(xz V) =0, falls x; e N/

i (5a)
. 3 .
= @wdoe) 0 O™
, . , . . oz . _
T= 0D i, J=Jisjin: En (X:, 99 =0, falls y;e N,*
- (5b)

_ qs;
(dy/dy)(ys) °
. L., &z . _
i =1y, 0p1s J=Jishi :E“a"y(x" , V) =0, falls x, € N/ oder y; € N,¥
(5¢)

sonst.

sonst;

Vg

(dx/dx)(x;Wdy/dy)(y;)°
Da xeClx,,x, D) und jeC(y, .y, D glt, ist ux,y)= =7
ebenfalls ein Element aus C%(R%Y) mit den Eigenschaften (b), (c), (d) und (e).
Um (a) tiber dem gesamten Definitionsbereich zu beweisen, muf3 « entlang
der Grenzlinie zwischen den einzelnen R§Y betrachtet werden.
Aus Symmetriegriinden wird u# nur zwischen R}?;, und R{Y untersucht. Sei
i=i,und j; <j < j;,.Dann gilt

Ui (X, ) = 2;4(%;, §) = 26X, §) = us(x;, ¥),

(wobei u(x, y) die Einschrinkung von u(x, y) in F? ist) denn die vorzu-
gebenden Werte u; (j = j(1)j,4y) mit den Ableitungen (8z/0y)(%;, 7,)
(J = ji, i) fir die eindimensionalen Splinefunktionen z;,_;,(x;, y) und
z;{X; , ) sind identisch.

Ferner gilt

ou 0z dx *u &z dx dy

ox 0% dx’ Oxoéy ox0y dx dy’
u Ezz(d)_c)z_l_ oz d®x

oxt ek \dx) T ex d®
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und hieraus folgt

CUiiy; o L Gy
ax ()‘lsy) “ 0 - ex (-\i’y)>
Uy _q; Ui;
X;,¥)=0= 2
8—/‘.8.]/ (7?.}) (.xay(\l’.])
82ui_1,~ 62u1'j

s
e (x;,7) =0 = e (x:, ), wegen —‘% (x) =0 und

az
(R, ) — 0 — ”Z” (%, 5 7)),

wobei die letzte Gleichung eine Folgerung aus (5a) und (5c¢) ist. Damit ist
(a) und das Theorem 1 bewiesen.

4, COSINUSSPLINES UBER EINEM POLARGITTER

Es sei Ky (@) = {(x,»)|x®+ y*> < &% ein Kreisgebiet mit dem Radius
a und K a) = {(x,y) ] 0 < x? -+ y% < a} ein Kreisgebiet ohne Nullpunkt.

THEOREM 2. Gegeben sei ein Polargitter G7%, mit f(¢) = cos ¢, g(r) = r,
pp =1 =0 und @ = 2

u(p, r) durch (2) in F§ fiir i = 1(1)n — 1, j = 1(1) m — 1, nm Werte u;
in den Gitterpunkten von G2, mit

Uy = uy fir i=2D)n und uy; = uy; fir j=2()m,

ou

2m Werte p;; = —— ((;0“ r;) =0 fir (= 1,nj=1Q1)m,

-~

n Werte ¢;,, = ou i s F) fir = 1(1)r mit ¢;,, = Gpm »
or ¥

a
n Werte g,; == % (p:,0) =ccose, flir i=1(1)n,
wobel ¢ eine beliebige reelle Zahl ist,

o2 o .
4 Werte r,; — #7(991-,7']-) -0 fir i=1,nj=1m.
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Dann existiert ein u(g, r) mit
(@) a(x,y) = u(p(x, ), r(x, y)) € CHK(rm)) N CAK (rn)),
(b) (9u/ox)(0, 0) = ¢, (6u/oy)(0, 0) = O,
© s, r) =uyfuri =11)n,j= 11)m,
(@ (ufor)(@;, tw) = G fur i = 1(D n,
(e) (Gufor)(p,0) = ccos ¢.
Beweis. Da alle Bedingungen des Theorem 1 erfiillt sind, folgt sofort
(©) und (d) mit ue C¥[0,27] x [0, r,]). Weil auch ¢ € CA(K(r,)) und

re CYKr,) ist, gilt ue C¥K(r,)), denn fiir die Grenzlinie {(x,0) ]
0 < x < r,} kann Folgendes gezeigt werden:

"_lli(x’ 0) = u15(0> X) = un_15(277, X) = ﬁn—lj(xa O)’ wegen
Uy; == Upj fur] = 1(1) m mit 11 = 9m1 und Gim = YGnm >

8u1, 0”19

(x, O)fa““m )3q”(x0)+ 0.0 7 (x,0) =0,

wegen = (x 0) =0 und “ (O x) = 0, wobei die letzte

Gleichung eine Folgerung aus p;; = 0 fir j = 1(1) m mit

r1 = P, = 0 ist,
analog beweist man (9i,_,;/0y)(x, 0) = 0

0% Uy
ax oy

9=
0 Up_1j

. - ity
(x,0) = Bx by (x, 0) und

Y (x,0) = Zinc it (x,0)

Bleibt noch, um (a) zu beweisen, i im Nullpunkt zu betrachten. Aus den
gegebenen Werten Uy = uyy fiir § = 2(1) »n mit p;; = p,; = 0 zur Berechnung
von u(p, 0) = Zh —o @ixo(COS @ — cos py)* folgt, daB u(ep, 0) = uy; gilt mit

Tito0 = M1 » @i119 = Qigzo = izzg = 0.
Ebenfalls folgt aus den Werten g;; = ccos g, fiiri = 1(1) nmitryy; =r,, =0
fiir (Ou/or)(e, 0):
ou 3 .
a (9, 0) = Y. aiypa(cos ¢ — cos @,)* = ccos @
k=0

mit  @pp = €COS @;, Ay = 6 dingy = Qjg = 0.
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(Damit ist gleichzeitig (e) bewiesen.) Mit diesen in F5” bestimmten Koeffi-
zienten erhdlt man fiir

I
[\/]..:

X ‘ . ) "
u(x, y) i1z <T -~ COS qﬁi) r mit r = r(x, y) = (x% - pHL2

die folgende Darstellung

i(x, y) = uy; — cx + byx® -+ byx® - by y? - byxy? + byxr
+ bex?r -+ b,y - bg(x3/r).

Man erhdlt hieraus sofort

1}2} u(x, y) = uyy 1}93 (dujex)(x, y) = ¢, l,iPol (eajoy)x, y) = 0.
Damit sind (a), (b) und das Theorem bewiesen.

Bemerkung 1. Durch die Wahl von f(¢) = cos ¢ konnte erreicht werden,

daB @(x, y) = u(p(x, y), r(x, »)) im Nullpunkt einmal stetig differenzierbar
wird. Der Nachteil dieses Ansatzes ist, daf3

g . . . .
d_;l; (x,0) =20 fur —r, << x < r, gilt, denn es ist

Ngos - {(Pil El q)iz 3 (Pls} = {03 , 277}7

2157

zka 8
(x )— ((sz X) = (x 0)+

(smk , x) (x 0) =

mit k=1 fir 0<{x<r, und k=2 fir —r, <x < 0) wegen
(or/oy)(x, 0) = 0 und

8“1‘7&' ..
3o (@s,,x) =0 fir k& = 1, 2 nach Theorem 1.

5. MODIFIZIERTE SPLINES UBER EINEM POLARGITTER
Sei durch K (a) die folgende Menge definiert

K@) ={(,n)]0 <o <2r A0 < r < aj.
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Ferner sei durch s(p, r) eine bikubische Splinefunktion iiber K,(r,,) bezeichnet
mit

3
s(p,r) = 5;(p, 1) = z el — @) — 1) fir (o, r) eFy.

@.>~
Oo

THEOREM 3. Gegeben sei ein Polargitter Gy, , w(p, ¥} durch (3) in F§f
firi=1)n—1,j=110)m—1,
nm Werte wy; in den Gitterpunkten von G, , wobei

Wy = wy fiir i = 2(1) n und w,; = wy; fiir j = 2(1) m,
ow - .
n Werte Tim = —ar((Pz' s Vm)ful'l = 1(1) n it Gy = Gum s

zwei reelle Zahlen ¢ und d,

h(r ::%ﬁ 15 rd 4 3r3

2

fallsry <r < ry
=1, fa//s r>=r,.

Dann existiert ein w(e, r) mit

(@) we CHKy(rm)),

() wig;, 1)) = wy fiir i = 1(1) n, j = K1) m,

©  @w/erXgi, rm) = qum fiir i = 1(1) n,

(@) W(x, p) = w(e(x, p), r(x, y)) ist aus CAK(r,.)) mit

ow ow
ax (07 0) =0 8)/ (O’ 0) w d
Pw o oW
a—xg(O,O) = W(O’O) = 8—/x—5)7(0’0) = 0.

Beweis. In [3] wurde gezeigt, daB se CX(K,(ry)) ist. Da A(r) = 1 fir
r = ry und w(gp, 0) = wy, folgt aus [3] sofort (b) und (c). Um (a) zu beweisen,
ist noch die Stetigkeit von w entlang

{(, re) | PP < ‘Pi+1}
bzw.

{((Pz’r)lz i n_*ll\rl\r<r2}
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zu priifen. Fiir den letzten Fall sind die Stetigkeiten von

oW &Ew ow Ew et
=g s 2y Und S ——
Co P opt’ or 7 or? do or

gesichert, da
(1 — h(r))(wy + rU(p))

intervallunabhingig ist. Fiir den ersten Fall gilt:

rora(—)
P=>p [l

lim w(e,r) = lg{’_) (@ — A(r))owyy -+ rU(@)) + h(r) s, 1))
= 5a(P, 1)) = rlirglﬂ wie, ),

PP

"y = dim (= D) v+ UG + (1 — ) Ul

2)

r-»rz(—) 8 -

P>F PP

=D 0 salg )+ ) 8 g, )

2. .
- gr ((P9r2)—' ] (+) F (‘P,r)

ww

wobei ¢; <X ¢ < ¢, ist. Analog beweist man die Stetigkeiten von

aw ow  w 2w
SE o s A s Und s
ort’ Qo 7 Og o Or

Damit ist auch (a) bewiesen. Um nun noch (d) zu zeigen, mull w(x, y) ==
w(p(x, ), r(x, )) entlang der Geraden

{(, 0010 < x < 1

und insbesondere im Nullpunkt betrachtet werden. Durch die Verwendung
der eindimensionalen 2w-periodischen Splineinterpolation in ¢-Richtung
zur Gewinnung der partiellen Ableitungen

ow %w
Py = 5(; (¢;575) bzw. ry= 6(p or (@i, 1)
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durch die jeweiligen n Punkte (g;, r) (i = (1) n, w,; = wy;), d.h. durch
Losung der Gleichungssysteme

A‘Piﬂpia’ +2(4 @; A(PH—I) Piv1 T A‘pipi+2j

A(PH—I (P —
*3hw Ay + 5 0 Awiy) i=00)n—2

z+1
mit A‘Pi = Pit1 — Pis A‘Po = A‘Pn—1 s
Awu = Wit1i — Wi s Png = P1is>Poi = Pr—15»

bzw.

Apirs + 2 + Api) i + doiise

Ag, dg ,
:3(4‘2:14 ,,+A Aq,ﬂ,) i=0)n—2

. ow
mit g; = Br (pis 1), 4955 = Giis — 9us
Fpj = F155F05 = FTpo1j >
fiir j == 1(1) m ist gewéhrleistet, daB3

lim dH—lw 1 alH—
wzn(—-) og* 6rl((p’ = ¢a0(+) oq" or
—F

~t
A\
3\

l((p,r) k+1<2, rn<

gilt. Hieraus folgt aber sofort die Stetigkeit von

oktly

By ) entlang (0|0 < x < ry} firk +1 <

Bleibt noch die Stetigkeit von w(x, y) im Nullpunkt zu zeigen. Es gilt

w(x, y) = w(g(x, »), r(x, y)) = (1 — h(r))(wy, + cx + dy) + h(r) si(p, 1)

und hieraus folgt
lrl_)fgl wx, y) = wyy .

Ferner ist

ow dh o dha
() = = E Ot ex + ) + (1 — b)) e + 5 sl 1)

0s;; ©
+ ) (e

0845 8r)
or ox
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Da aber
PR VI P
lim (1 %) 0 gilt, ist

Analog beweist man (6w/2y)(0, 0) = d bzw.

B2 &t
E}

W o*w
e ©,0) = prel 0,0) = "5}—5})(0, 0) = 0.

Damit ist (d) und das Theorem 3 bewiesen.

Bemerkung 2. Das oben eingefithrte A(r) hat die Aufgabe, die Ebene
(w1 + ex + dy) im Nullpunkt einzublenden, um die zweimalige stetige
Differenzierbarkeit von w(x, y) = w(e(x, y), r(x,y)) im Nullpunkt zu
erreichen. Das A(r) mit den in (3) gestellten Forderungen ist nicht eindeutig
bestimmt. Um keine unerwiinschten Schwingungen zwischen r, und r, fiir
w(e, r) zu erhalten, ist es ratsam A(r) als eine in [ry, r,] streng monoton
steigende Funktion, wie etwa im Theorem 3, zu wihlen.

Bemerkung 3. Im Beweis des Theorem 3 wurde die Wahl der vorzu-
gebenden Ableitungen (&s,/¢r)(p;, 0) offengelassen, da sie keinen
Bedingungen in Bezug auf die Behauptung unterliegen. Um eine mdglichst
gutte Interpolation in der Néhe des Nullpunktes zu erhalten, wird empfohlen

gin = ¢ cos @; -+ dsin ¢; zu setzen.

Bemerkung 4. Eine Moglichkeit zur Bestimmung der vorzugebenden
Anstiege
ow cw

¢ == ?; (O, 0) und d = ?:—1/7 (0, 0)

wire die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate zur Lésung von
n—1
Y (wip — ro(c cos ¢; + dsin ¢;) — €) — min.
g=1
Die Algorithmen zur Berechnung von u(¢, r) und w(e, r) wurden mit Hilfe
eines Algolprogramms erfolgreich auf ihre Funktionalitdt getestet.
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